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Uber den lonisationszustand und die Ausstrahlung von Fremdgasen

in einem Wasserstoffplasma
Von G. Knorr

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik, Gottingen
(Z. Naturforschg. 13 a, 941—950 [1958] ; eingegangen am 8. August 1958)

An interpolation formula for ionization (and excitation) of ions is proposed, which holds for the
whole energy range of the colliding electrons. With the aid of this formula a time constant is com-
puted and discussed characterizing the time scale with which the ionization equilibrium of heavier
ions is established. ELwerr’s ionization formula is generalized for small parameters s=yn/k T
(yn=1ionization energy). The radiation of impurities namely free —free, free —bound, and excitation
radiation are computed and discussed for such a plasma. The interaction of the radiation with the

plasma is neglected.

Bei den Bemiithungen um die thermonukleare Fu-
sion unter quasi-stationdren Verhiltnissen spielt der
Energieverlust des Plasmas durch Ausstrahlung eine
wichtige Rolle':2. Die Strahlung fiir ein reines,
nichtrelativistisches Wasserstoffplasma ohne Beriick-
sichtigung der Elektron — Elektronstrahlung ist von
verschiedenen Autoren berechnet worden 373, In der
Praxis hat man es aber nie mit einem reinen Was-
serstoffplasma zu tun, sondern diesem sind stets
mehr oder weniger starke Verunreinigungen durch
schwerere Atome beigemengt, verursacht durch man-
gelnde Reinheit des Wasserstoffgases, Restgase im
Vakuum und Gaseruptionen aus den Winden wih-
rend des Versuchs. Die Verunreinigungen werden
auch absichtlich zugefiigt, um aus dem Studium der
Strahlung Aufschluf} iiber die Temperatur des Plas-
mas zu erhalten.

Der erste Teil dieser Arbeit mochte einen Beitrag
liefern zu der Frage, inwieweit aus dem lonisations-
grad und der Strahlung der Verunreinigungen auf
die Elektronen-Temperatur des Plasmas geschlossen
werden kann, insbesondere kurz nach einem Auf-
heizen des Plasmas. Der zweite Teil beschiftigt sich
mit dem Strahlungsenergieverlust durch diese Ver-
unreinigungen.

1. Einstellung des stationdren Gleichgewichts
in einem Plasma

Bei der Berechnung der Ausstrahlung gehen die
Wirkungsquerschnitte fiir StoBionisation und An-
regung entscheidend ein. Um den Verlauf der Quer-

1 R. F. Post, Rev. Mod. Phys. 28, 328 [1956].
2 L.Biermany u. A. ScuLiter, Z. Naturforschg.12 a,805[1957].
3 C.G. CiLuE, Mon. Not. Roy. Astr. Soc. 92, 820 [1932].

schnitte zu charakterisieren, unterscheidet man zweck-
maéfigerweise 2 Energiebereiche des stoflenden Elek-
trons: im ersten ist die Energie E nur wenig grofler
als die Ionisierungsenergie x, und der Querschnitt
steigt von dem Wert O bei E=y steil zu einem
Maximum beim 3 — 4-fachen der Ionisationsenergie
auf, um dann, weniger steil, wieder abzufallen. Im
zweiten Bereich, bei grolen Energien, verhilt sich der

Querschnitt proportional In U/U , wobei U=E/y.

Die theoretischen und experimentellen Werte im
ersten Bereich hat Evwerr® kritisch gesichtet und
ausgewertet. Er fand, dal man die Daten, unter
denen sich so weit auseinanderliegende wie die Ioni-
sation der K-Schale des Hg und von H, und He be-
finden, in einem Diagramm mit relativ geringer
Streuung darstellen kann, wenn man den durch
7 ay? (xu/xn)? ¢ = qq geteilten Wirkungsquerschnitt ¢
gegen die reduzierte Elektronenenergie U =E/y,
auftriagt. (ay = Elektronenbahnradius des Wasser-
stoffs, xu, x» = lonisationsenergie fiir Wasserstoff
bzw. das betrachtete Ion, { = Anzahl der Elektronen
in der dulleren Schale.) ELwerr gibt als Interpola-
tionsformel fiir diese Daten

= 9  _, U1 _
red = mat it Ca 2 [1+¢e3(U 1)(] )
1
mit ¢; =2; c3=0,3. Diese Kurve hat die Steigung
¢; im Punkte U =1 und den asymptotischen Wert

Grea=Cy ¢y fir U— .

Solange nur stationdre Gleichgewichtszustinde in
dem fiir die Astrophysik wichtigen Temperatur-

4 W. B. Taomeson, AERE T/M 73 [1957].
5 G. Herrner, Z. Phys. 150, 182 [1958].
§ G. Ecwerr, Z. Naturforschg. 7a, 432 [1952].
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bereich um 108 Grad betrachtet werden, ist diese
Interpolationsformel, die nur den Bereich in der
Nihe der Ionisierungsenergie befriedigend wieder-
gibt, vollkommen ausreichend; denn bei diesen Tem-
peraturen ist das Verhaltnis

kL 51,

d. h. bei einer MaxweLL-Verteilung tragen nur rela-
tiv wenige energiereiche Elektronen zur lonisation
bei, und ihre Anzahl nimmt mit steigender Energie
rasch ab. Deshalb ist es ziemlich gleichgiiltig, ob
die Interpolationsformel das Verhalten des Wir-
kungsquerschnittes fiir grofle U richtig wiedergibt.

Ganz anders verhilt es sich jedoch bei der Be-
handlung instationdrer Zustinde oder bei sehr viel
hoheren Temperaturen, da hier y,/kT keineswegs
mehr grofler 1 zu sein braucht. Infolgedessen
kann der Wirkungsquerschnitt fir grole U wesent-
lich eingehen. Da wir nichtstationdre Vorgénge ab-
schitzen wollen, ist eine Interpolationsformel, die
sich fiir alle Energien dem Verlauf der Wirkungs-
querschnitte gut anpaflt, erstrebenswert.

In Abb. 1 sind einige der experimentell ermittel-
ten Kurven wiedergegeben. Theoretisch wurde der
Ionisationsquerschnitt schon 1930 von BerHE? be-
rechnet. Er erhielt

In(4U/B
PO “E(*‘UL-M’)’
ein Ergebnis, das seiner Ableitung nach nur fiir
grole U gilt. Fir U=1 mufl ¢ verschwinden. In
Anniherung an diese Formel haben Wesster, HaN-
seN und Duveneck 8 und Pocumany, WEBSTER und
HarwortH ? ihre Messungen an der Ag- bzw. NiK-
Schale durch die 2-parametrige Formel
InU
qred = um
7 H. Berug, Ann. Phys., Lpz. 5, 325 [1930].
8 D. L.Wesster, W.W. Hansex u. F. B. Duvexeck, Phys. Rev.
43, 839 [1933].

gut wiedergegeben. Die Werte der Parameter sind
in Tab. 1 wiedergegeben.

m A
Ni | 0837 | 278
Ag | 0783 | 210
Tab. 1.

Die Anpassung dieser Formel an die anderen in
Abb. 1 abgebildeten Kurven ist wesentlich schlechter.
So 1aBt sich die Kurve fiir He zwar durch m =1,02;
A=2,32 fir U>10 gut anpassen, die Werte fir
U <10 sind dann jedoch zu grof3.

Eine andere Interpolationsformel fiir die Dar-
stellung der Ionisationsquerschnitte hat FABRE DE LA
RipeLLE 10 vorgeschlagen und gezeigt, dal die vor-
liegenden experimentellen Daten durch sie gut wie-
dergegeben werden. Sie lautet:
i

+o
4 kann in der iiberwiegenden Anzahl der Fille
gleich 1 gesetzt werden. @ bestimmt die Lage des
Maximums, k& den Ordinatenmaflstab. Tab. 2 gibt
fur eine Reihe von Elementen und Gasen die Dar-
stellung der experimentellen Ergebnisse durch die
Parameterwerte @, k£ und 4.

Bei den Gasen beziehen sich die Werte auf ein-
fache Ionisation eines Elektrons der dufleren Schale,
bei Nickel, Silber, Gold auf die Ionisation der K-
bzw. der Ly;- oder Lyy-Schale, was in der 2. Spalte
vermerkt ist. Bei manchen Substanzen fehlt die An-
gabe des Parameters k; Hier liegen in der Literatur
nur Relativmessungen des Querschnitts vor. Der
Parameter 7 ist bei allen Substanzen gleich 1, mit
Ausnahme von Neon. Setzt man auch hier 2=1,

Gred =

9 L. T.Pocaman, D.L. Wesster, D.Kirkpatrick u. K. Har-
wortH, Phys. Rev. 71, 330 [1947].
10 Fasre pE LA RipeLi, J. Phys. Radium 10, 318 [1949].
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Z Substanz ! @ k A
2 He 2,03 147 | 1
10 Ne 1,90 ‘ 148 | 1,53
10 (Ne) (1,53) | 1,06) (1
18 A 2,9 1,39 1
36 Kr 3,08 — 1
54 Xe 2,90 | — 1
H, 1,59 | 1,42 1
11 Na 0,07 | — 1
28 NiK 1,1 1,13 1
47 | AgK 1,25 1,04 1
79 | Auly | 145 o 1
79 | Au LIII 0 == 1
ELWERTSChe Kurve 0 2,13 1
Tab. 2

so ergibt sich mit den eingeklammerten Werten eine
gute Interpolation fiir U>10. Fiir U< 10 liegt die
Kurve zu hoch. Wahlt man ¢ =0, k=2,13, so fallt
die Kurve im Bereich 1<U<2 mit der ELwerTt-
schen Interpolationskurve praktisch zusammen. In
Abb. 2 ist die Bestimmung der Parameter durch-
gefithrt fiir NiK, AuLj und AulLy;. Da fir die
beiden letzten Querschnitte jeweils nur drei Werte
zur Verfligung standen, die eine Gerade bestimmen
sollen, sind diese Ergebnisse nicht sehr sicher. Die
Parameter variieren in relativ kleinen Bereichen.
Bei den folgenden Uberlegungen soll ein Querschnitt
der Gestalt (2) mit passend gewahlten Parametern
angenommen werden.

und (2) ergibt sich:

Z=nin.(amay?

c?) Vﬁ
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Abb. 2. Interpolation der Ionisationsquerschnitte von NiK,
n U

Ag Ly und Ag Ly durch gred= T TEe

Die Zahl der Ionisation pro Sekunde erhdlt man
durch Mittelung des Ionisationsquerschnitts iiber die
Energieverteilung der Elektronen:

Zenin, [ g(E) H(E) vdE

E=y
(v = Geschwindigkeit der Elektronen; n;, n,=Zahl
der Ionen, Elektronen pro cm3). Mit der MAXWELL-
Verteilung

2 1 -EkT
f(E) = Va TR C VE dE
( )"/LU eV U QU
1 U+(P

mit s=y,/kT (a=TFeinstrukturkonstante, c = Lichtgeschwindigkeit). Auswertung des Integrals ergibt

Z=nins(amay’cl)

Der Faktor G (s, ) steht fiir

23”’e31/ilj%e“"UdU=s“”'{2[sesEi(s)] -

_2s¢hg
1+

oo

Ei(s)=/e;’ dz.

$

wobei

Die in den eckigen Klammern stehenden Ausdriicke
ergeben 1, wenn s grof} wird.
Fiir die Werte 0 und 1 von ¢ wird G besonders

Ja (2] e,

e s(q; 1)

(3)

[pser* Ei(ps)]?

[s(1+ @) 0 Ei((1+9)5)]+2% g o+ / e .

1/
einfach:
VsG(s,0) =2se Ei(s);
VsG(,0) =2 VsG(o0,1) =1;
VsG(s,1) =2se Ei(s) — [se*Ei(s)]2.

Den Verlauf von G (s, ¢) fiir ¢ =0, 1, 2 zeigt Abb. 3.
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Abb. 3. Die Funktion G (s, ) fir p=-—1,0,1,2 .

Der Kehrwert von Z stellt mit n;=1 die mittlere
Zeit zwischen 2 StoBionisationen dar und ist damit
ein Mal} fiir die Zeitskala, wiahrend der sich ein
Gleichgewicht einstellt. Mit £ =1.4 und =1 er-
halten wir:

1

= (4)

~0,646-107% (kT e¥)"s" e G 1(s,1) 2 n.
€

Zeichnet man die Kurve s2eSG 1(s,1), so erhilt
man hieraus durch Parallelverschiebung eine Kurven-
schar, die tv in Abhéngigkeit von x, mit kT als
Parameter liefert und die in Abb. 4 fiir n,=10%
cm 3 und { =1 gezeichnet ist. Die gestrichelte Kurve
a—Db entspricht mittleren An/k T-Werten, die sich
einstellen, wenn sich das Plasma im Gleichgewicht
befindet !1. y, ist hier die Ionisationsenergie der mit
maximaler Haufigkeit vertretenen Ionen.

Bevor die Einstellung des Gleichgewichts an einem
praktischen Beispiel diskutiert wird, soll auf den Ioni-
sationszustand im Gleichgewicht eingegangen werden.
Durch das Gleichsetzen der Zahl der StoBionisationen
und der der Strahlungsrekombinationen entsteht eine
Ionisationsformel, die von Mivamoro !2, BiIErmaNN 13
sowie von WooLLEy und ALLEN '* vorgeschlagen und
von ELwerr ¢ ausfiihrlich diskutiert worden ist. Nach
ELwerr lautet diese:

_3V35 i (lﬂ)"’ e’ _1,04 n (lﬂ,)z L
Inl S 8N \Jn N
(5)

n;=Zahl der i-fach ionisierten Atome, g ist eine
langsam verdnderliche Funktion von (sny?) der
Groflenordnung 1.

Verwendet man bei der Ableitung von (5) statt
des Evrwerrschen lonisationsquerschnittes den von

Gl. (2), so ergibt sich

335 Cn(qu\?e s[4 1G9
J 'ﬁf(zn) s [5 fik VsesEils) i

Bi+d _

nj 16 a* 4 nyg

(f; = Korrekturfaktor in der Ndhe von 1).

[S]

I 480
///
v

2 4 68]0? %( 4 66,03 2 4 68704 eV
7y A e

~
- .
SLn roeh v foaS. v soaShy v aoes N Ao
S—
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Abb. 4. Relaxationszeit 7 fiir das Ionisationsgleichgewicht in
einem Plasma in Abhéngigkeit von der Ionisationsenergie y”
und der Elektronentemperatur 7'.

7=0,646-10"3(k T eV)*2 5’2 es G—1(s,1) usec,
ne=10% cm3. — Die Kurve a—b entspricht dem Gleich-
gewichtszustand des betreffenden Ions im Plasma.

Gl. (6) stimmt im Gebiet 1 <s<7, das ist ge-
rade der astrophysikalisch interessante Bereich mit
(5) sehr genau uberein fir ¢ =0 und f; k=1,64
und mit geringen Abweichungen am Rande des Ge-
bietes fir ¢ =1, f;k=1. Gl (6) hat gegeniiber
Gl. (5) jedoch den Vorteil, daBl sie fiir beliebig
hohe Temperaturen gilt, was an spéterer Stelle noch
verwendet werden wird.

Um die am meisten vertretenen Ionisationszustdnde
in Abhingigkeit von der Temperatur zu ermitteln,
setzt ELWERT n;, 1/n; =1 und erhilt aus (5)

= VB 228

. 2%n
—— mit b= =>"

8Ny
setzt man b = 1, so erhélt man einen Zusammenhang

zwischen mittlerer Ionisationsenergie und Tempera-
tur, der in Abb.5 noch einmal wiedergegeben ist.

11 G. Evwert, Z. Astrophys. 41, 67 [1956].

12 S, Mivamoro, Acta Astr. Cosmophys. 2, 29 [1943].

13 L. Biermany, Naturwiss. 34, 87 [1947].

14 R.v.p. R. WoorLey u. C. W. ArLex, Mon. Not. Roy. Astr.
Soc. 108, 292 [1948].
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Abb. 5. Temperatur eines Plasmas in Abhéngigkeit von der
Ionisationsenergie von Ionen, deren Ionisationszustand sich
im Gleichgewicht mit der Elektronentemperatur befindet.

Fir genauere Untersuchungen, z. B. eines bestimm-
ten Elements, ist diese Kurve nicht mehr hinrei-
chend, da die Elektronenzahl £,, z. B. in der L-Schale
zwischen 1 und 8, variieren kann und damit b be-
trachtlich verandert. Man erhilt aber aus der einen
Kurve fiir b=1 in doppelt-logarithmischer Darstel-
lung leicht alle anderen Kurven fiir beliebiges b
durch Parallelverschiebung um Vb lings der Ab-
szisse und Ordinate; ein Verfahren, welches viel
Rechenarbeit spart.

Eine Anwendung der Gl. (5) zeigt Abb. 6. Es
wurde fiir Sauerstoff die Haufigkeit der verschiede-
nen lonisationsstufen fiir die Temperaturen 20, 50,
100, 200 und 500 eV aufgetragen. Man sieht, daf}
bei der Temperatur 20 eV Ovy; am haufigsten ver-
treten ist, bei k7 =50 und 100 eV dagegen Ovyr.
Der Temperatursprung von 50 auf 100 eV &ndert
relativ wenig an der Verteilung, da das Ionisations-
potential fiir die K-Schale viel grofler ist als die
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Abb. 6. Konzentration der verschiedenen Ionisationsstufen
fiir Sauerstoff in Abhéngigkeit von der Plasmatemperatur.

vorhergehenden. Erst bei k7 =200eV wird die
K-Schale merklich aufgebrochen und bei 500 eV
endlich sind 94% der Atome vollstindig ionisiert.

Aus Abb. 4 entnehmen wir fiir n,=10"*cm™3
und die Temperaturen 50, 100 und 200 eV unter
Beriicksichtigung der Elektronenzahl, die in Tab. 3
zusammengestellten Relaxationszeiten (in usec), fir
die verschiedenen Ionisationszustinde von Sauer-
stoff:

o ! ‘. 1
Aonisabions | o v v | v VII VI
Zustand |
meV = | 474 | 714 | 1139 138 | 739 | 871
wp | 90 | 2 | 10 5 | %00 | — —
v 100 | 1 3 15 | 50 300-108 | —
€Y 1200 | 05 2 75 30 10-10°  40-10°

Tab. 3. Relaxationszeiten in usec fiir die verschiedenen Ionisationszustinde von Sauerstoff bei verschiedenen Temperaturen.
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Der Vergleich dieser Daten mit den von TuonE-
MANN et al.1® gemachten Experimenten zeigt keine
Ubereinstimmung. Fiir den Zeta-Pinch werden eine
Elektronendichte von n,=10'cm™3 und eine aus
DorpLer-Verbreiterung der Oy-Linien und der
Neutronenausbeute errechnete Ionentemperatur von
1-4-108°K (100—400 eV) angegeben. Wiirde
man annehmen, daf} die Elektronentemperatur nicht
niedriger als die Ionentemperatur ist, so wiirde
hieraus folgen, daB bei 1-10%°K im stationiren
Zustand iiberhaupt keine Ov-Linien mehr vorhanden
sein diirften, da die Konzentration dieses Zustandes
von der GroBenordnung 1076 ist. Auch Oyy ist nur
in der Konzentration 3 +1072 vorhanden (Abb. 6).
Es wird jedoch die Aufzeichnung von starken Oy;-
Linien erwihnt. Auch die Uberlegung, daB es sich
um keinen Gleichgewichtszustand handelt, und die
Tonisationszustdnde hinter der tatsachlichen Tempe-
ratur zuriickbleiben, diirfte schwerlich zur Uberein-
stimmung zwischen Theorie und Experiment fiihren,
denn die Zeitskala des Pinches ist von der Grofen-
ordnung msec. Hingegen lehrt Tab. 3, dal die Re-
laxationszeiten fiir Oy fir 50<kT <200 immer
kleiner sind als 0,1 msec *.

DreierstofSkombinationen kénnen bei diesen Dich-
ten vernachldssigt werden. Aus dem Prinzip des
detaillierten Gleichgewichts folgt ndmlich unter Be-
nutzung von Gl. (3) und des Rekombinationskoeffi-
zienten Q von ELwert 1

Q0= 64h g a?c (7751)‘/’ I/ It noGi g
3V3a kT TH

fiir das Verhiltnis der Zahl der DreierstoSkombina-
tionen zur Zahl der Photorekombinationen:

G g (%) Sntt (2mYh 20 Gl ?)
414/ °\a Zn! kT Gigny’
G,=se'Ei(s);

Ui+

u; ist die Zustandssumme des i-ten Ionisationszustan-
des. Mit w;ifu;,1=10, s=5, G(s,) =1,5g=1,5,
G;=0,5 und %, =50 eV wird das Verhaltnis kleiner

als
21072 n,(Zafys) *=0,02-10" 5,

15 P. C. Tuonemany et al., Nature, Lond. 181, 217 [1958].

* Inzwischen erschien von B. Rosg, E.Tavror u. E. Woop,
Nature, Lond. 181, 1630 [1958] eine Arbeit iiber das
Neutronenspektrum von ZETA, deren Ergebnisse dahin-
gehend interpretiert werden konnen, dafl die Neutronen
durch energiereiche D-Ionen, die durch einen Beschleuni-
gungsmechanismus entstanden sind, erzeugt worden sind,

G.KNORR

2. Die Strahlung von Verunreinigungen

Wahrend bei reinem Wasserstoffgas bei Tempe-
raturen von einigen 10° °K nur die Frei — frei-Strah-
lung eine Rolle spielt, treten bei schwereren Atomen
auch andere Strahlungsarten auf, namlich Rekom-
binationsstrahlung (Frei — gebunden-Strahlung) und
Anregungsstrahlung  (Gebunden — gebunden-Strah-
lung). Es werden die folgenden Annahmen gemacht:

1. Die Dimension des Plasmas sei so klein, daf}
wegen der geringen Massendichte die optische Dicke
gleich Null gesetzt werden kann. Damit fallen alle
Wechselwirkungen mit der Strahlung fort.

2. Die Dichte des Plasmas sei so gering, daf} alle
angeregten Zustinde unter Ausstrahlung in den
Grundzustand iibergehen, bevor ein weiterer Elek-
tronenstof} erfolgt, d. h.

<L I/ZA,

wobei 7 die mittlere Lebenszeit eines angeregten
Zustandes, Z, die Zahl der anregenden Elektronen-
stofe auf ein Ion bedeutet. In Vorwegnahme der
Gl. (11) folgt hieraus, wenn man geeignete Werte
einsetzt (%, =60 eV)

1< 10%n,.

Diese Beziehung ist gewohnlich bei nicht zu hohen
Elektronendichten (<10 cm™3) fiir starke Uber-
génge gut erfillt. Gilt die Voraussetzung nicht mehr,
so stellt die Rechnung doch eine obere Grenze fiir
die Ausstrahlung dar. Erleidet namlich ein angereg-
tes Ion einen Stof3, bevor es seine Energie abstrah-
len kann, so kann ein strahlungsloser Ubergang in
ein niedrigeres Niveau, eine noch hohere Anregung
oder eine Ionisierung eintreten. Die im Mittel pro
Sto3 abgestrahlte Energie wird jedoch dann aber
kleiner werden.

3. Metastabile Zustinde werden wegen ihrer sehr
viel lingeren Abklingzeiten nicht beriicksichtigt.

Ferner wollen wir voraussetzen, dal} die Verun-
reinigungen nur einen kleinen Teil des Gases aus-
machen. Dann ist die Strahlung der Verunreinigun-
gen proportional zur Zahl der Fremdatome und zur

Elektronendichte, welch letztere allein durch die Zahl

und nicht durch thermonukleare Prozesse. Doch folgt dar-
aus nicht, daf} die Ionentemperatur sehr viel niedriger liegt
als urspriinglich angegeben (einige 10° °K). Hingegen
folgt aus den obigen Uberlegungen fiir die Elektronen-
temperatur, die fiir den Ionisationszustand allein entschei-
dend ist, daf} sie in ZETA betrichtlich niedriger als die
Tonentemperatur sein sollte.
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der Wasserstoffatome bestimmt wird. Die Strahlung
des Wasserstoffgases hingegen geht mit dem Qua-
drat der Elektronendichte, da n;j=n,.

A. Frei— frei-Strahlung

Wir ilibernehmen den bekannten Ausdruck fiir
die Frei— frei-Strahlung des Wasserstoffs und be-
rucksichtigen die groflere Ladung des Ions durch
die effektive Kernladungszahl Zefle/&;,m n:
Dann ist die ausgestrahlte Energie pro Atom und
pro sec:

” )
n%i =n, 3?/ Zt(atag’c) Vyn kT

Mit der Korrektur von HerTnER ® wird W y/n;
=ne°1,97°10725- Z ;2 Vk T (eV) erg-sec™t. (7)
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Die Frei— frei-Strahlung der Verunreinigung wird
etwas stirker als mit )7 ansteigen, da auch Z.y
mit der Temperatur wachst bis zu der Temperatur,
bei der vorwiegend nur noch der nackte Kern vor-
handen ist. Da im Plasma stets mehrere Ionisations-
zustande vorkommen, muf} Gl. (7) iiber alle Ionisa-
tionszustdnde gemittelt werden.

B. Frei— gebunden-Strahlung

Die Zahl der Einfiange von Elektronen der Ener-
gie E ... E +dE in das tiefste Niveau eines Ions mit
der Tonisationsenergie 21y und &y, freien Plitzen und
unter Aussendung eines Lichtquants h o =FE+ x4
ist, bei MaxweLLscher Energieverteilung der Elek-
tronen, nach ELwert 1! gegeben durch:

. 4 :ﬂe Xno /2 Xno /s e~E[kT
Zi=nenj,i— 31/3 - at (7 ay? ¢) (kT) (ZH> o dE . (8)
Die abgestrahlte Energie erhalt man durch Multiplikation mit & © und Integration tiber E:
_ . 4 Cn« Xno s Xno °fs
Wnest-g=NeNis1 e 3V3 - at (7 ay? ¢ xu) Ty (kT) (ZH) . (9)

Elektronen werden auch in hohere unbesetzte Schalen eingefangen. Dann ist in Gl. (7)

und n, durch n zu ersetzen.

{=2n? zu setzen

Bei einem Einfang wird sofort ausgestrahlt die Energie E + x,, und spéter, wenn das Atom Zeit hat, in den
Grundzustand iiberzugehen, der Betrag ()no— xn), insgesamt also (E + Jny). Die ausgestrahlte Energie
durch Einfang in hohere Schalen ergibt sich auf dieselbe Weise durch Multiplikation von Gl. (8) mit
(E + %n) [1 4 (xno— 2n) | (E + x2) ], Integration, und Summation iiber alle Schalen zu:

”GZH Wat-g= Wno,fgg 24_7;: [(C(S) Zl :3) + mZ-H *7%3 <7T§ = 1) L exp (ln/k T) Ei(za/k T):' .

{ ist die Riemannsche Zetafunktion. {(3) =1,202. (Eine Verwechslung mit {, der Zahl der Elektronen in
der duBeren Schale, ist hier ausgeschlossen.) Die gesamte Ausstrahlung ist sodann gegeben durch

32 no 2 Z,,n 3y ’ ’”
Wf =N nHl}:V?E a4(nao C7H): <kT) <ZH> [1+v +27], (10)
n, oo
- 2n0 % 1 v mg? nyd n0 ne . Yne Mo® Ano Mo
wobei v’ = —é_o [5(3) ,;1 ], v = 4__7;2["=n2+1n3 1— kTeAT - Ei 7 nz) :

v" beriicksichtigt die Einfinge in die hoheren Schalen, »”" gibt die Ausstrahlung durch Ubergang in den
Grundzustand.

Um v” zu berechnen, zerlegen wir die Summe in zwei Teile

1)”: 2ini57;n° ,"2_1417 1__ l eynnno E Z?{ono i
Cno KT n kT n2 = \kT 02 ) T &

net+1



948

G.KNORR

und ersetzen die zweite Summe durch ein Integral. Dieses, als Doppelintegral geschrieben, 1dt sich leicht

berechnen, wenn man zuerst tiber n integriert.

oo

.
- T 2bme
n=m

y ist die EuLersche Konstante.

Setzt man m=ny+ 1, so verschwindet die erste
Summe und das Integral liefert einen etwas zu klei-
nen Wert. Fiir ng=1; no/kT=5; m=10 ergibt
sich z.B. v =1,43, und v =0,40. Man sieht dar-
aus, daf} diese Korrekturen sehr wohl beriicksichtigt
werden miissen.

In Abb. 7 ist die Frei — gebunden-Strahlung fiir
Sauerstoff und Calcium aufgetragen. Sie ist etwa
eine Groflenordnung grofler als die Frei — frei-Strah-
lung derselben Elemente und nimmt zu, bis der

704 CaWg-g——

erg HA,-/erg sec’ ]

sec

/

oWgg —|

|/

oOWf-g
Co Wff/

AKX
AN

| OTWF
1°

KT in eV —s=—

Abb. 7a. Ausstrahlung der Verunreinigung Sauerstoff und
Calcium pro Atom. f-f=Frei-frei, f-g=Frei-gebunden, g-g=
Gebunden-gebunden-Strahlung. Elektronendichte
ne=10%cm—3.

=3 =]
107-€rg cm” sec

L,s = el
j

Abb. 7b. Zum Vergleich mit 7 a: Gesamtstrahlung eines
reinen Wasserstoffgases mit ng=ng=101% cm—3,

/

Inyb+e® Ei(b) + (f’;)“l (e Ei(b) (1—b) +lnyb—b) mit

) 2
b= AnTo” .
kT m2°

Zustand der volligen Ionisation erreicht ist. Da sich
dann yn, nicht mehr indert, nimmt sie mit 7"
wieder ab.

C. Gebunden — gebunden-Strahlung

Am meisten Energie verliert das Plasma durch
die Gebunden — gebunden-Strahlung. Einen Uber-
blick iiber die experimentellen Daten und theore-
tischen Berechnungen des Anregungsquerschnitts
fur Elektronenstof3, der bei der Gebunden — gebun-
den-Strahlung wesentlich eingeht, gibt Massey 7.
Tuieme 18 fithrte ausgedehnte Messungen an He
durch. Die Form der optischen Anregungsfunktion
1Bt sich befriedigend durch Bln U,/ (Up + @) wie-
dergeben. Uy ist hierbei die Energie des stolenden
Elektrons bezogen auf die Anregungsenergie des
betreffenden Ubergangs. Die Maxima der Quer-
schnitte liegen, verglichen mit den Ionisationsquer-
schnitten, ndher bei Uy = 1, weshalb ¢ negativ wird.
Zu beachten ist, daf} die optische Anregungsfunktion
nicht den Wirkungsquerschnitt, sondern die Grofle
Qii=N;4;j/vn.N darstellt (N;=Zahl der Atome
im i-ten Anregungszustand, A;; = optische Uber-
gangswahrscheinlichkeit, /N = Zahl der Gasatome
pro cm?, n, und v = Dichte und Geschwindigkeit
des Elektronenstroms).

Da hauptsichlich Ubergéinge zwischen hdheren
Termen (z.B. 2!S—3'P) gemessen wurden, ver-
schwinden die Anregungsfunktionen schon bei ca.
20 Volt, der Anregungsenergie fiir den 2!S-Term,
da fiir kleinere Energien dieser iiberhaupt nicht
mehr besetzt ist. Wie man leicht sieht, ist bei klei-
nen Energien bei konstantem Elektronenstrom die
Anregungsfunktion dem Produkt der Wirkungsquer-
schnitte, etwa dem (1'S—3!P)- und (3'P —21S).-
Ubergang proportional. Erst bei hoheren Energien
wird sie dem Wirkungsquerschnitt fiir den héheren
(3'P — 21S)-Ubergang allein proportional. Der Or-
dinatenmalflstab scheint bei allen Messungen recht
unsicher zu sein. Aus diesen Griinden ist die Ver-

17 H. S. W. Massey, Handbuch der Phys.
18 O, Tusme, Z. Phys. 78, 412 [1932].

1956, Bd. XXXVI.
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wertbarkeit der experimentellen Ergebnisse fiir un- ¢Zoll., 2 fot Io 1 L 1n lj'_l@:,(l/_UfT) ,
seren Zweck ziemlich gering. 1—(n¥/n®) Us  1-V1- (I/UAiI])

Die Anregungsquerschnitte fiir Wasserstoff sind  der zur Mittelung iiber die MaxwerL-Verteilung
von Massey und Monr ' nach der Bornschen Nahe-  durch eine Interpolationsformel ersetzt wird. (11)
rung berechnet worden. Auch hier lassen sich Ergeb-  hat die asymptotische Gestalt (In4 U,) /Uy und laBt
nisse durch die Interpolationsformel (2) gut wie- gjch gut durch (2) annédhern. Die Tab. 4 gibt einen
dergeben. ELwerr®® leitet einen Anregungsquer- {berblick iiber einige Anregungsquerschnitte und

schnitt ab: die Werte der Interpolationsparameter B und ¢ .
Element { Ubergang B @ | Maximom, | Jesddos
1 V. gred. 2(])"0 lo 11— n02/n2)

[ - ‘ ‘ -
theor. | H 1s—2p | 0,304 — 04 1 31 0,89
theor. H 1s—3p | 0,483 —0,9 1,5
theor. H ls—4p | ‘ 1,63
exp. : He | 2s—3p 0,29 0 0,1 ‘ —
ELwERTsche ‘ ‘ |
Formel r 3,58 —~08 09 ' 0,9

Tab. 4. Parameterwerte B und ¢ einiger Anregungsquerschnitte. In der Spalte 6 sind die ungefihren Maxima eingetragen,
in der letzten Spalte sind diese durch 2 tp;'nlln (1—ny*/n?) geteilt, um zu sehen, inwieweit das Maximum der Evwertschen
Formel mit den anderen Maxima iibereinstimmt.

Fir die folgenden Rechnungen wiahlen wir

5
InUxa : _ _ T
Tate mit ¢=—1 wund B 1= (ngtjnd)
Dann sind die Maxima von (11) und (2) gleich grof.

Wir fithren dieselbe Rechnung durch wie bei der Berechnung der Zahl der Ionisationen und erhalten
die Zahl der Anregungen pro Sekunde:

‘pno ly

Qred = 0,9.

(Pnll %
Zy=n;n.(ma 0,9 Ho'e <H) exp(—sa) G(sa, (12)
r=nine(waay?c) { an/l—(n2/n2) p(—sa) G(sa, p)
und die ausgestrahlte Energie pro Atom
2

a Weemne(mae?e) Cn(E)" /15292 2l exp(—5x) G (sn, ) (13)

. XA _ Lno

mit SA—'](';T—<1 )kT

G (sa, @) ist definiert wie oben, doch 1af3t sich fiir <0 die Integration nicht mehr in derselben Weise
durchfiihren wie fiir ¢ >0 und man erhalt (¢ <0):

G (sa, @) =2 sa™ exp(sa) Ei(sa) +2]@|s” | In|@|Ei(s(1-| @) + 3 [Ei(le]s) ]

+f In(2¢+1) e_2l‘l’|”dz+/ ZH'I e—2lelst s
1-|o|

2|l

19 H.S. W. Massey u. C.B. O. Monr, Proc. Roy. Soc., Lond.  2° G. Evwerr, Z. Naturforschg. 9 a, 637 [1954].
A 132, 605 [1931].
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Die logarithmischen Terme in den Integralen lassen
sich durch geschlossen integrierbare Terme ersetzen,
so dafl man die in Abb. 3 fiir ¢ = —1 eingezeich-
nete Funktion erhalt.

Um die gesamte Ausstrahlung zu erhalten, muf}
tiber alle Anregungsstufen eines Ionisationszustan-
des und iiber alle lonisationszustinde summiert
werden. Nun ist aber die Anregungswahrscheinlich-
keit fiir die nachsthohere Schale sehr viel grofler
als fir noch hohere Niveaus und deshalb wurde
nur die erstere berticksichtigt. Die Summierung tiber
die Ionisationszustiande erleichtert man sich dadurch,
daB} man Temperaturen wahlt, fiir die n;=n;,;.
Dann kann man wegen der geringen Konzentration
alle anderen Zustinde vernachlissigen. Uberdies
stellt sich heraus, dafl die Strahlung des (i+ 1)-ten
Zustandes nur ein Bruchteil des i-ten betrdgt. Der
Verlauf der Gebunden — gebunden-Strahlung ist in
Abb. 7 fiir Sauerstoff und Calcium zu sehen. Sie
ist um GroBenordnungen grofler als die entspre-
chende Frei — frei-Strahlung und nimmt mit steigen-
der Temperatur etwas ab. Ist die Temperatur so
groB, daf} die Atome zumeist von allen Elektronen
entbloft sind, so folgt, wenn man Gl. (6) auf die-
sen Fall spezialisiert, (g=1,4)

me-l _ 1,68 1076 Z¢ s s B

nz G(T,l) ’ (14)

Die Strahlung pro Atom fiir Temperaturen, fir die
fast alle Kerne vollstindig ionisiert sind, ergibt sich,
wenn man Gl. (13) und Gl. (14) multipliziert.

In Abb. 7 sind die Strahlungsleistungen pro Atom
der Frei— frei-, Frei — gebunden- und Gebunden —
gebunden-Strahlung fiir Sauerstoff (Z=28) und Cal-
cium (Z=20) aufgetragen. Die Intensitat erstreckt
sich tiber 5 GroBenordnungen. Die Frei — frei-Strah-
lung nimmt bei 10° °K etwa mit 7" zu — wegen
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der Temperaturabhéngigkeit von Z., um dann bei
der Temperatur der vollstindigen Ionisation (bei
Sauerstoff ca. 300 eV, bei Ca ca. 5000 eV) in das
T'">.Gesetz iiberzugehen. In diesem Bereich verhal-
ten sich die ausgestrahlten Energien wie Z2.

Etwa eine Groflenordnung tiber der Frei— frei-
Strahlung liegt die Frei — gebunden-Strahlung. Sie
verlduft anfangs mit dhnlicher Steigung wie die
Frei — frei-Strahlung, erreicht bei der Temperatur der
vollstindigen Ionisation ein Maximum und verhalt
sich bei noch hoheren Temperaturen wie Z4(kT) "=
Den grofiten Beitrag liefert die Gebunden — gebun-
den-Strahlung, die bis zur Temperatur der voll-
stindigen Ionisation wenig, dann immer mehr ab-
nimmt. Bei sehr hohen Temperaturen verlauft sie
wie Z8(kT) " In(kT/Z2).

Mit Hilfe der Abb. 7 erhélt man nun leicht einen
Uberblick iiber die zusitzliche Strahlung, die bei
einer gegebenen Verunreinigung zu erwarten ist.
Es braucht praktisch nur die Linienstrahlung be-
riicksichtigt zu werden. Wir nehmen z. B. an, daB}
auf 10* Wasserstoffatome ein Ca-Atom komme. Bei
108 °K betrigt dann die Strahlung des Wasserstoffs
bei einer Elektronendichte von 10!® cm™ etwa
108 erg cm™3 sec ™!, die der Calciumverunreinigung
(nach Abb.7) 7-107 erg cm™3 sec™?, tatsdchlich
aber etwas mehr, da bei der Berechnung der Kurve
nur ein Anregungsniveau beriicksichtigt wurde. Die
Strahlung der Verunreinigung betrigt also bei die-
ser geringen Konzentration schon rund das hundert-
fache der Strahlung des reinen Gases, dhnlich den
Verhiltnissen in der Korona. Mit steigender Tem-
peratur wird, wie man sieht, das Verhiltnis ein
wenig giinstiger.

Herrn Prof. L. Biermany mochte ich fiir wertvolle

Anregungen und zahlreiche Diskussionen sehr herzlich
danken.



